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RESUMEN

En el presente estudio se describe el método de estimacion por
maxima verosimilitud restringida (REML) de componentes de varian-
za y covarianza con los Disefios I y II de Carolina del Norte, cuando
dos o mas variables son observadas en cada unidad experimental.
Aunque REML es altamente demandante de recursos computaciona-
les, los equipos modernos disponibles permiten su implementacion.
REML se basé en el desarrollo de los modelos mixtos para miiltiples
caracteristicas para ambos disefios, al considerar la misma matriz
disefio para todas las variables y conjuntos de datos balanceados.
Junto con las ecuaciones de maxima verosimilitud restringida y las
matrices de varianza-covarianza, se obtuvieron los estimadores de
REML de la correlacién fenotipica y genotipica de cada diseiio, y sus
varianzas aproximadas segin el método Delta. Los modelos desarro-
llados en este trabajo contribuyen, como parte de la base teérica, a
implementar la estimacion de REML de caracteres miiltiples en el
mejoramiento genético vegetal.

Palabras clave: Diseflos genéticos, mejoramiento genético, efectos
aleatorios, método de momentos, correlacion fenotipica, correlacién ge-
notipica, método delta.

SUMMARY

A method for estimating variance and covariance components by
restricted maximum likelihood (REML) under Designs I and II of
North Carolina when two or more variables are observed on each
experimental unit, is described in this study. Even though REML
requires a large amount of computational resources, it can be imple-
mented given the current availability in modern equipments. REML
is based on the mixed models development for multiple trait situations
for both mating designs, considering the same matrix design for all
traits and balanced data. In addition to the restricted maximum like-
lihood equations and the variance-covariance matrices, the REML
estimators of the phenotypic and genotypic correlations, and their
approximated variances by the Delta method are developed. The
models described in this study are part of the theoretical basis for the
multiple trait REML estimation in plant breeding.

Index words: Genetic designs, plant breeding, random effects, mo-
ments method, phenotypic correlation, genotypic correlation, delta
method.
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INTRODUCCION

Los modelos estadisticos lineales en lo que algunos de
los componentes son de efectos fijos y otros de efectos
aleatorios, se conocen como modelos mixtos (Searle,
1971). Uno de los objetivos del anilisis de los modelos
mixtos es el de estimar las varianzas de cada uno de los
efectos aleatorios, asi como sus covarianzas, conocidas
como componentes de varianza y covarianza (Corbeil y
Searle, 1976; Harville,1977).

La estimacién de componentes de varianza y covarianza
se puede realizar por los métodos de momentos (ANO-
VA), estimacion cuadratica insesgada de minima varianza
(MIVQUE), maxima verosimilitud (ML) y maxima vero-
similitud restringida (REML) (Swallow y Monahan, 1984;
Meyer, 1985). Tradicionalmente, los mejoradores de plan-
tas han estimado los componentes de varianza basados en
el andlisis de varianza de minimos cuadrados (ANOVA),
igualando los cuadrados medios observados a sus esperan-
zas matematicas y resolviendo el sistema de ecuaciones
resultantes para los diferentes componentes de varianza
(Milliken y Johnson, 1992). Los estimadores basados en el
método ANOVA aplicado a conjuntos de datos balancea-
dos poseen muchas propiedades interesantes: son insesga-
dos, de minima varianza entre todos los estimadores inses-
gados que son funciones cuadraticas de las observaciones,
y bajo normalidad, de minima varianza entre todos los es-
timadores insesgados (Searle, 1971). Sin embargo, si el
conjunto de datos es desbalanceado, como seria el caso de
tener observaciones pérdidas, pierden todas sus propieda-
des excepto la de insesgamiento (Searle et al., 1992).
Henderson (1953) desarroll6 tres métodos analogos al
ANOVA para datos desbalanceados; de éstos, el Método 3
ha sido utilizado mas ampliamente, pero desafortunada-
mente la teoria relativa a sus propiedades estadisticas es
muy poco conocida (Harville, 1977). Para realizar la
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estimacion por el método de MIVQUE tienen que
suministrarse valores para los componentes de varianza.
Los estimadores son entonces funciones de los datos y de
los valores previos, y son de varianza minima solamente
cuando los valores previos son iguales a los valores verda-
deros de los componentes de varianza (Swallow y Mona-
han, 1984).

Los estimadores de los componentes de varianza y cova-
rianza obtenidos por los métodos de ML y REML tienen
propiedades asintdticas que los hacen preferibles sobre los
estimadores obtenidos con otros métodos. Cuando el tama-
fio de muestra es considerablemente “grande” los estima-
dores de ML y REML son consistentes, normalmente
asintoticos, eficientes y no requieren de conjuntos de datos
balanceados para mantener estas propiedades; ademas, la
matriz asintdtica de varianzas y covarianzas de los estima-
dores es conocida, lo que permite el establecimiento de
intervalos de confianza y pruebas de hipdtesis acerca de
los componentes de varianza y covarianza (Searle et al.,
1992). Para tamafios de muestra “pequefios” los estimado-
res de mixima verosimilitud son generalmente sesgados,
puesto que al estimar los efectos aleatorios no se toma en
cuenta la pérdida en grados de libertad que resulta de la
estimacion de los efectos fijos (Meyer, 1985; Searle et al.,
1992). Para solucionar este problema, el método REML
utiliza combinaciones lineales de los elementos del vector
de datos, de tal manera que esas combinaciones no contie-
nen efectos fijos. Esas combinaciones generan una funcién
de verosimilitud que no depende de los efectos fijos (Sear-
le et al., 1992). Posteriormente la funcién de verosimilitud
restringida se maximiza con respecto a cada uno de los
componentes de varianza y covarianza. Los valores que
maximizan la funcién son los respectivos estimadores de
REML de los componentes de varianza y covarianza (Cor-
beil y Searle, 1976; Swallow y Monahan, 1984).

Generalmente, las ecuaciones generadas por los métodos
basados en maxima verosimilitud no pueden ser resueltas
analiticamente para los diferentes componentes de varianza
(Corbeil y Searle, 1976), por lo que es necesario obtener
las soluciones por medio de métodos iterativos que son al-
tamente demandantes de recursos computacionales. Con el
actual desarrollo de la tecnologia y de nuevos algoritmos
computacionales, esto ya no es un impedimento para reali-
zar dicha estimacion (Miller, 1977). Por todas las propie-
dades mencionadas anteriormente la estimacién basada en
la maxima verosimilitud estd tomando nuevamente un re-
surgimiento en la investigacion cientifica.

Una extension natural del modelo lineal mixto es su apli-
cacién en el andlisis multivariado para la estimacion de
componentes de covarianza entre multiples caracteristicas
(Meyer, 1985), que tradicionalmente se ha realizado a tra-
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vés del andlisis de varianza multivariado (MANOVA)
(Harville, 1977; Meyer, 1985). Los estimadores de REML
de covarianza entre caracteristicas tienen las mismas pro-
piedades asintdticas que los estimadores de componentes
de varianza basados en maxima verosimilitud. El método
de REML para estimar varianzas y covarianzas entre ca-
racteristicas multiples, aplicado a mejoramiento genético
animal, fue desarrollado por Schaeffer et al. (1978) y Me-
yer (1985).

Los Disefios I y II de Carolina del Norte juegan un papel
primordial en el mejoramiento genético vegetal para esti-
mar los componentes de varianza genética de una pobla-
cion de referencia (Fehr, 1991). La medicién de mdltiples
caracteristicas bajo estos disefios permite también la esti-
macioén de componentes de covarianza, y las correlaciones
fenotipicas y genotipicas entre las caracteristicas medidas
(Hallauer y Miranda, 1988). Tal estimacion se ha realizado
por MANOVA, puesto que no se han desarrollado los mo-
delos mixtos multivariados para estos disefios.

En el presente trabajo se plantea el soporte tedrico de la
estimacion de componentes de varianza y covarianza, y las
correlaciones fenotipicas y genotipicas de multiples carac-
teristicas bajo los Disefios I y II de Carolina del Norte,
desarrollados por Comstock y Robinson (1948), a través
del método de maxima verosimilitud restringida, que ac-
tualmente es factible de ser implementada con los recursos
computacionales modernos.

MARCO TEORICO

Considérese un vector de observaciones dado por
y'= (X'l,y'z,...,y’t), donde cada subvector y" co-
— —_— —_— —_1

rresponde a las observaciones de la i-ésima variable res-
puesta, donde i = 1, 2, . . ., ¢, de las progenies evaluadas
en varios ambientes con el Disefio I o el Disefio II de Ca-
rolina del Norte, segin sea el caso, que generan un con-
junto de datos totalmente balanceados con las observacio-
nes obtenidas. Supdngase que cada variable de respuesta
tiene asociado el siguiente modelo lineal aleatorio:

y =l u+ZyP (=1,2,...,0

i

I

)
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donde 1 ~es un vector de unos de orden 7 x 1; ni el ni-

mero de observaciones de la i-ésima caracteristica; £, la

media de la caracteristica i; » un vector que contiene

—

los factores aleatorios del modelo e incluyen el vector de

errores; Zi = lZ,-l Ziy... Zi fJ la matriz disefio de la i-

ésima caracteristica; Iz una matriz identidad de orden Is ,

1,2,.

.., f; 0, lavarianza del factor s para la i-ésima caracte-
s

con /s como el nimero de niveles del factor s, s =

ristica. El simbolo © denota la suma directa de matrices
(Searle, 1982). Si todas las variables tienen asociado el
mismo modelo lineal con igual niimero de observaciones,

entonces | =1 'y Z =Z paratoda i,y el modelo

multivariado puede escribirse como:

y=(,®1 )u+(,®2)y

(Ec. 2)

una matriz identidad de orden ¢,

£ = ttsentt) v 7=\ oy ey ) B

simbolo ® denota el producto directo de matrices (Searle,
1982).

donde I es

Ademas de los supuestos del modelo (1), se hacen los si-
guientes supuestos para el modelo en (2),

;
Cov[}/,}/' ) = @I,

—i —

Oy, » E(y):(1t®ln)ﬁ’ y

s -

varls)- v,

f
=9 EZ,SZ,S o,
s=1

parai, j=1,2,...,¢

El simbolo m denota a una matriz con las entradas espe-
cificadas y o; es el componente de covarianza de los ca-
s

racteres [ y j para el factor s.

Los estimadores de maxima verosimilitud de los pardme-
tros o ; s, son el conjunto de valores de los parametros
s

que maximizan la verosimilitud de obtener el conjunto de
datos. Estos estimadores son obtenidos al maximizar la
funcién de densidad conjunta de la muestra vista como una
funcién de los pardmetros. A dicha funcién se le llama
funcion de verosimilitud. La estimacién por méxima vero-
similitud restringida (REML) es una modificaciéon al méto-

55

Rev. Fitotec. Mex. Vol. 26 (1), 2003

do anterior para obtener estimadores con menor sesgo. El
método REML primero estima los efectos fijos del mode-
lo y luego maximiza la funcién de verosimilitud de los re-
siduales de n" contrastes ortogonales, donde n* es el nime-
ro de grados de libertad remanente después de ajustar los
efectos fijos del modelo (Lynch y Walsh, 1998). El loga-
ritmo natural de la funcién de verosimilitud restringida y la
funciéon de verosimilitud restringida tienen los mismos
puntos maximos, pero la primera es mas facil de maximi-
zar.

En condiciones de normalidad de los factores de efectos
aleatorios, el logaritmo natural de la funcién de verosimili-

tud restringida del vector y en Ec. 2 es:

I log(L)= —@log@ﬁ)

—%log|KjwVMKM| (Ec. 3)

_%l’I{M (K;VIVMKM)

—1 '

Wy

. ’ . .. L, .
donde la matriz K y Se obtiene al eliminar el n-€simo

renglén, el 2n-ésimo renglén, . . . , y el tm-ésimo renglén

1

de la matriz S=1, ® [In ——JnJ (Corbeil y Searle,
n

1976).

Las derivadas parciales del logaritmo de la funcién de
verosimilitud restringida (L) en Ec. 3, con respecto a los
componentes de varianza y covarianza, son:

ol
0o,

s

-2ule, (8,022,

+%XPM(EU.®Z,-SZ’13)P y

(Ec. 4)

y las segundas derivadas resultan en:
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0% 1,

00, 00y,

i
s

%tr{PM(Eij@)z,-sz’fs P, (€, ©2,2", )}

-yP,[E,©2,2, )P, (E, ©2,2, )P,y

(Ec. 5)

para s=1, 2, . . . , f, donde la matriz

-1
PM=KM(K'MVMKM) K’,, vy la matriz Ej es una
matriz de orden ¢ x ¢ con el jj-ésimo elemento igual a

uno y ceros en los elementos restantes (Searle er al.,
1992).

Los respectivos estimadores de maxima verosimilitud
restringida, son los valores para las o j. S que maximizan

a Ec. 3, obtenidos al igualar a cero la expresion en Ec. 4
para los diferentes valores de i, j, s, y resolver las ecua-
ciones para los componentes de varianza y covarianza.
Generalmente, las ecuaciones resultantes no pueden resol-
verse analiticamente, por lo que se deben emplear métodos
iterativos. Estos métodos parten de un conjunto de valores
iniciales de todos los pardmetros, seguidos de un proceso
de diferenciacion como en Ec. 4 y de la estimacion iterati-
va de pardmetros que van reduciendo el valor absoluto de
la primera derivada hasta obtener soluciones estables. Un
ejemplo es el método de Newton-Raphson utilizado por el
procedimiento MIXED de SAS (SAS Institute Inc., 1999)
que se caracteriza por obtener las soluciones en pocas ite-
raciones, en comparacion con otros métodos (Lindstrom y
Bates, 1989). Si se define ® como la matriz de pardme-
tros a estimar, entonces el valor de la matriz en la itera-
cion m + I, segin el método de Newton-Raphson, es
(Searle et al., 1992):

101,
00 ol

e — @l _ (H(m))

donde G)('") es el valor de la matriz de pardmetros en la m-

(m)

ésima iteracion, H"" es la matriz K, V,,K,, con los

56

Rev. Fitotec. Mex. Vol. 26 (1), 2003

(m)
O-ijs

elementos Oy remplazados por — paras = 1, 2,
Giff

ol
..., f. Finalmente, a—R es la matriz de derivadas

o
evaluadas en la m-ésima iteracién y cuyos elementos se
muestran en la Ec. 4.

En el presente trabajo se presentara la forma de las ma-
trices Zi,'s 'y V,, para los Disefios I y II de Carolina

del Norte requeridas para resolver las ecuaciones de vero-
similitud restringida.

Si ahora se considera a é como el vector que contiene
todos los estimadores de REML de componentes de va-
rianza y covarianza, entonces la Var(éj) para muestras
grandes es la inversa de la matriz de informacion de Fis-

2
T
° 06 60

presentan en (5). Los estimadores de los componentes de

her: , cuyas segundas derivadas se

la matriz Var\@ ) se obtienen substituyendo los componen-

tes de varianza y covarianza de I, por los estimadores

que maximizan la Ec. 3, es decir:

Var(9) zZ{m tr[13M (El.j ® ZiSZ'iS)
(Ec. 6)

b, €, ®2.2, )

para i,j=1,2,...,¢t y s=1,2, ... ,f(Searle et

al., 1992).
Por otra parte, si g(Q) es una funcién real del vector de
parametros Q , su estimador de REML puede obtenerse

como g(Q) con varianza aproximada segin el método
Delta:

varls 0]

6g(Q) | Var(é) 6g_(Q) (Ec. 7)

00 00
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donde

es el vector gradiente de las primeras de-

rivadas parciales de g(Q) con respecto a Q y evaluadas

en & (Meeker y Escobar, 1998). Los estimadores de

REML de los coeficientes de correlacion fenotipica y ge-

notipica se presentan como funciones g(@| y sus varian-

zas aproximadas como se muestra en la Ec. 7.

RESULTADOS: ESTIMADORES DE PARAMETROS
POR EL METODO REML

Diseiio I de Carolina del Norte

Bajo el supuesto que “m” machos fueron cruzados con
diferentes grupos de “#” hembras de una poblacién de re-
ferencia dada y las progenies se evaluaron en un disefio

experimental con “r” ambientes, la

[

repeticiones en “e
matriz disefio Zi = [Z,-1 Zi, ...Zi7] del modelo lineal en

(1) correspondiente al Disefio I de Carolina del Norte aso-
ciado a cada caracteristica, tiene las siguientes submatri-

ces: Ziy =1, ®1 ., que es la matriz disefio del factor
ambientes; Zi, =1 & (Im ®1 hr) es la matriz disefio del

factor ~ machos; Zi; =1 ® (Imh ®lr) es la matriz
disefio del factor hembras anidadas en machos;
Zi,=1,® (Im ®1 hr) es la matriz disefio del factor de

interaccion entre ambientes y
mchos; Zis =1, ® (I o @ L) es la matriz disefio del fac-

tor de interaccidn entre ambientes y hembras anidadas en
machos; Zi, =1, @)(lml1 ®Ir) es la matriz disefio del

factor repeticiones anidado en ambientes, y Zi; =1

emhr
es la matriz disefio de los errores aleatorios asociados a
cada observacion. El modelo multivariado para dos carac-
teristicas (#=2) se puede escribir como:

(Ec. 8)
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donde las matrices Z: y Z; son las matrices disefio de los

6 29 [7F2I N

Uy s My

M,y y vy sonlas medias y los vectores que contie-
p— ) —J

factores aleatorios para las caracteristicas

nen los factores aleatorios de las variables respuesta “i”
“j”, respectivamente.
La matriz de varianzas y covarianzas del vector de ob-

servaciones multivariado del modelo en la Ec. 8 es:

y

Var(y): V, = {m iZiSZ’iS O'i,;\}
s=1
oo, ey, )eo, (e,

®1,1, )+o, (L1 ®1,0811)

mh

vo [1,®1,®1 1 )+o ®

Y Em UE/I/M( €

L, ®l,1_',)+ Oy, (Ie ®1,L,, ®Ir)
+0, Iemh,}

para i, j =1,2,donde 0; eslavarianza de la caracte-

73]
l

ristica del factor s,y o, esla covarianza de las ca-
s

@ 2
l

racteristicas y “j” del factor s.

. . . ’
La matriz de varianzas y covarianzas K',,V,, K, de

la funcién de verosimilitud restringida para el modelo mul-
tivariado del Disefio I de Carolina del Norte es:
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7 &y 5\ . A A A
K'MVMKM = { m ZK'ZISZ'L'SKO-U“_ } 2= Dlag(g )_ Dlag {Dlag(aiis ,O_ij& ’O-jjs )}21)(21
i=1
para s=1,2,...,7
1 Si se consideran ausencia de endogamia, de epistasis, de
= { m O, {[ (I LN J )@ ) - ]_ ;J emhr—l:| efectos maternos y equilibrio de ligamiento se tiene que
1 1 1
+O—i' [[Je—l® [(Im®']hr)]]®[(lm—l®‘]hr) O.=—0. , 0. :_(0-4» +0 . ), O. =—0 ..
Ym Ym Ua Ynim Up Ya YEm YaE
4 4 4
1 y
® Jhr—l ] ]_;Jemhr—] + Gij,,,m [[J e—1 ® [(Imh ® _ 1 ( )
O-ith/m_ Z GUDE+JUAE , donde O-ijAE y O-ijDE
1
J, ) ] ]@ [(I i1 @ J r) ®J,., ] ]_ —J e son las covarianzas de las caracteristicas “i” y “j” de la
h
interaccion entre los efectos aditivos (A) y de dominancia
(D) con los efectos ambientales (E). Los estimadores de las
1 varianzas fenotipicas (&ﬁ y o ;i) para las variables res-
P P
+0y, {[ (Iem—l ®J,, )@ J hr—l]_ZJ emhr—1i| puesta “i” y “j” y el estimador de la covarianza fenotipica
| (6‘17 ) entre éstas, se obtienen en forma matricial al definir
t 0, [[ (I, ®J)®J,_]- _hJ emhr—1 } los vectores:
em
4 —
vo, [[[I,®[@, o1)]e ¢’ =[100000200000200000000]
JrlE

¢’, =[010000020000020000000]

(0, ®1) @ I ]}iJemhr_]} ¢’ . =[001000002000002000000]

5 1 y sustituyéndolos en las formas cuadraticas
+ O-ij emhr—1 J(‘mhr—l »parat, j = 1’ 2.
emhr A '3 16 4 R
Gijz} _C—ij gij - O-ijh/m + O-Ush/m +O-Ei/ K
(Ec. 9)
’ OA_iip :C—'iiZEii = 46_iih/m ligh/m +6_Eii y
La matriz K',V,, K, de la Ec. 9 es requerida para
obtener las derivadas parciales de la funcién de verosimili- Ay i‘, — 44 45 e
tud restringida del modelo multivariado del Disefio I de i, =C5=C5 =% i O ligpm T O,

Carolina del Norte, con respecto a los componentes de
varianza y covarianza, como es mostrado en las ecuaciones
4yS5. de tal manera que el estimador de la correlacién fenotipica

% 29 % 29

entre las caracteristicas “i” y “j” se obtiene como:
Sea ¥ la matriz diagonal que contiene los estimadores
de REML de los componentes de varianza y covarianza

para las caracteristicas “i” y “j” de los siete factores:
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c UZ c Aij
~ _ _ —i _ P _
p,-,-p—[ - . Vz_(A R )yz_
' ' O.. O .
(C—iiZEn‘ )(C_,-,-ZEJ-,- ) ity =iy
4O-ij/1/m Yenim + UE,’/
J4Gii/1/m + 4O-ii5h/m + O-E \/461111/;” + 4ijEh/m + O-E//

(Ec. 10)

Los estimadores de las varianzas genéticas (0; y O ; )
8 Mg

“ 99 7L

y “j” vy del estimador de la
respectiva covarianza genética (O'U ), se obtienen en forma
8

para las variables respuesta

matricial con los vectores:

=[000000200000000000000]
=[000000020000000000000]
=[000000002000000000000]

y
sustituyéndolos en las formas cuadraticas

6., =c' Yc. =46, o

i, i i Unim > 7 g

=c' ¢ =46, y

—ii =il Hpim

6. =c' Zc
Mg —J =

la correlacién genética entre las caracteristicas
obtiene como:

=46 i de tal forma que el estimador de

“ ”» [

y J

c' Yc.
—ij =i

[(, 2, )(_ 2, )V

A

/0,,g

(Ec. 11)

>

Unim

J4 O-ii/l I'm J4O-th I'm

A~
O ..
m y JIhim

zas para las caracteristicas

_ 8
\/ O, \/ O,

donde O
h!

son los estimadores de las varian-

“ 9 «@ =

y
es el correspondiente estima-

del factor hembras

anidadas en machos, y 0'”

dor de la covarianza para las caracteristicas “i” y “j7 de
este factor.
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Los estimadores p; 'y p, contindan siendo, por la
P g

propiedad de invarianza de los estimadores de REML, es-
timadores de maxima verosimilitud restringida de p; 'y
P

P » respectivamente.
8
Sea

9[

A~ A~ ~ ~ A~ ~ t
Z _21x1 [O- 0y O-le T Gii7 ) O-ij7 6177]

el estimador correspondiente del vector de pardmetros

Q 51, - L@ varianza aproximada de ﬁijp segin Ec. 7, es:
21 .
Var( . )z(pij )? be Var(@r)
r=1
(Ec. 12)
21 21 A
+ ZZb,b, Cov(@rﬁ,)
A
donde:
-1 1 -1
by=——, by=—, by=—",
20_1’1,, iy 2O-JJp
-2 4 -2
b, =by=—,by=b, =—, by =b5; =—,
i, O-ij,, O-jjp

y b, =0 para r=4,5,6, 10, 11, 12, 16, 17, 18, 19,
20, 21.

La aproximacion a la varianza del estimador p,; se ob-
8

tiene como:

Var(Aijg )z (laijg )?

ibf Var(ér )
r=1
(Ec. 13)

21 21
+3°5 b, Covld,.0,)

r=1 =1
r#l
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4 -2
b,=—, by=——, by=——,y b, =0 para

r=4,5,6, 10, 11, 12, 16, 17, 18, 19, 20, 21.

Los estimadores de la varianza de la correlacion fenoti-
pica y genotipica se obtienen substituyendo a los compo-
nentes de varianza y covarianza por sus estimadores, y a la

Var(é) por \}ar(é) en (6), o bien a la Var(ér) y
Cov(ér,é] ) por la ‘}ar(ér) y éov(ér,é]) en Ecs. 12y

13. Los elementos de la matriz Var|@| son obtenidos co-
mo en la Ec. 6.

Diseiio II de Carolina del Norte

Para el Disefio II de Carolina del Norte se parte del su-
puesto que “m” machos fueron cruzados con un grupo de
“h” hembras de cierta poblacion de referencia, y las pro-

genies se evalian en experimentos de campo con “r” repe-
ticiones en “e” ambientes. En este arreglo, la matriz dise-

fio Zi = [Zi1 Zi, ...Zig] del modelo lineal en (1) tiene las
siguientes submatrices: Zi, =1, ®lmhr, que es la matriz

disefio del factor ambientes, Zi, =1 & (Im ®1 hr) es la
matriz disefio del factor machos;
Zip,=1® hm ®(Ih ®lr)] es la matriz disefio del
factor hembras; Zi, = le ® (I i ®1r) es la matriz dise-
fio de la interaccién entre los factores machos y hembras;
Zis =1, ®(Im ®1 hr) es la matriz disefio de la interac-
cibon entre los factores ambientes y machos;
Zig =1, ®[1m ®(Ih ®1 )] es la matriz disefio de la
interacciéon entre los factores ambientes y hembras;
Zi; =1, ®(Imh ®lr) es la matriz disefio de la interac-
ciéon entre los factores ambientes, machos y hembras;
Zip=1,® th ®Ir) es la matriz disefio del factor re-

peticiones anidadas en ambientes; y Zi, =1 es la ma-

emhr
triz disefio de los errores de cada observacion. El modelo
multivariado para dos caracteristicas (t=2) se puede escri-
bir como:
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Yi |:1emhr 0 :| )7z |:Zi 0} Y

= =" —+ -

—M XJ 0 1emhr ’Llj O Z] Zj
=X, u+7Z,7r, (Ec. 14)

donde Zi y Z; son las matrices disefio de los factores

@ @z e,

Uy MY My

Y 'y ¥ son las medias y los vectores que contienen los
Li 7L

aleatorios para las caracteristicas

7% «@ =

factores aleatorios de las variables respuesta “i” y “j”,

respectivamente.

La matriz de varianzas y covarianzas del vector de ob-
servaciones multivariado del modelo en la Ec. 14, con el
modelo lineal del Disefio II de Carolina del Norte asociado
a cada caracteristica es:

9
Var(y)= V., ={ m zZisZ’iS O_z:i.\}
s=1

= {ma% Io1, 1

—mhr —m

o, Ly o1, e1,1,)
to, (L1, 011, ®1,011 )

+0 .

Ymh

11 1, 011)

+0 .

Y Em

1 o1,e1,1,)

o, @11, 01,011

+o, (Le1,®11 )

vo, [L®1,1 ®L)tol,, | pmaij=12.

ij= emhr

La matriz de varianzas y covarianzas K',, VK, de

la funcién de verosimilitud restringida para la Ec.14 del
Disefio II es:



GALAN, JIMENEZ Y CERVANTES Rev. Fitotec. Mex. Vol. 26 (1), 2003

eh

Uy

1
: o[[(1,, ®1,)]® J,-IJJ]——Jemh,_,}
K, V,K, ={ . 2. KZ 7' Ko, }

i=1

+ 655 i l:[ (Iemh—l ® Jr)® Jr—l]_LJemhr—l:l
i i emh

e flenen el e (g en))

bk

1
@[ (Jmh—l ® Ir)® Ir—l ] ]__Jemhr—l:l

+O-;m [[[Jefl ®(Im ®Jhr)]®[(lm ®Jhr) eh
1
1 2 _— [ =
® Jhr—l ] ]_ZJemhr—l :| + O-ijz',l [ [ [J em—1 ® (Ih ® J , )] + O-t,'/' |: Iemhr—l emhr Jemhr—l :|} parati, j 1’ 2.
(Ec. 15)
1 Al igual que en el Disefio I, la matriz K',V , K, de
® [ (I i ©J, )@ ] ]_ ZJ emhr—1 } la Ec. 15, es requerida para obtener las derivadas parciales

de la funcién de verosimilitud restringida del modelo mul-
tivariado del Disefio II de Carolina del Norte, con respecto
a los componentes de varianza y covarianza, como es mos-

+ O-;m/, [ [ [J o1 @ (Imh ®J, ) ] trado en las Ecs. 4y 5.

1 Sea i la matriz diagonal que contiene los estimadores
®[ (Imh—l ®Jr )®Jr—1 ]]_m_

N } de REML de los componentes de varianza y covarianza de
h emnr—

[7353] [T

las caracteristicas “i” y “j” de los nueve factores:

1 & ( A )_ : N PN
+ O-;Em |:|: (I em—1 ® J hr )® J hr—1 ]_ _Jemhr—l :l Z o Dlag Q - Dlag {Dlag(o_iiA ’ O_ij& ’ ijA )}27)627 ?
em
para s=1,2,...,9
Al considerar ausencia de endogamia, epistasis y efectos

+ O-;Eh [ [ [ I, ® ( J, ® [ (Ih ®J, )] )] maternos, ylpresencia de elquilibrio de ligalmiento, se tiene

W€ 04, = 7% TuT 4% T 4 i
o3, o[, eJ,)]

B 1 B 1 B 1
gm Zo_ijAE ’ 0-17511_ Zo-ijAE y GijEmh_ ZO-UDE ’
donde o;, Y O;.  son las covarianzas de las

% 29

aracteresticas “i” y “j” de la interaccion entre los efectos
aditivos y de dominancia con los efectos ambientales, res-
pectivamente. Los estimadores de las varianzas fenotipicas
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7L 7L

(5“. y c Ji ) para las variables respuesta “i” y “j” y el
p P

estimador de la covarianza fenotipica (O'ij ) de éstas, se
»

obtienen en forma matricial con los vectores:

¢’ =[1002000002002
00000200000000]

¢’, =[0100200000200

20000020000000]
c_’jj :[0010020000020

02000002000000]

y sustituyéndolos en las formas cuadréaticas siguientes:

G, =c' ¢ =46, +46
—y =y U

i, +40 .

Ymn YEm

+46, +0,

Y Emh ij

c.=46, +46, +46,
m mh Em

i, T i Zii

+ 4O-iiEmh + O-Eri

+46

A _ 1 2 _ A A
G, =¢ ijE i 40—1‘}'”, + 40_/’1',”/1 JiEm

Jip =

+46, +6,

JJ Emh Ji

de tal manera que el estimador de la correlacién fenotipica

entre las caracteristicas “i” y “j” se obtiene como:
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A

¢ Xc G
A —i _ i,
pijﬁ . [(7 > )(7 > )Vz : (A g )%
' '
O
C iiZgii C ijEjj ii,, Jip
4O-ij/n +4O-ijmh

J46, +46, +46, +46, +6,
m mh Em

UEgmi ii

+ 4O-ijl:m + 40_’71;‘"1 + O-E

i i

‘/ 4o g T 4o i T 4o i 46, +o0,

J] Emn i

(Ec. 16)

En el caso de los estimadores de las varianzas genéticas

7L [73L2]

(&ii y o jj. ) para las variables respuesta “i” y “j”, y del

estimador de la respectiva covarianza genética (O'ij ), se
8

obtienen en forma matricial con los vectores:

¢’ =[0002000002000
00000000000000]

¢',=[0002000002000
00000000000000]

¢ :[0002000002000

OOOOOOOOOOOOOO]

y sustituyéndolos en las formas cuadraticas

6, =c Sc, =46, +46

i, /" Y °

6, =c' Xc =46, +46,

iiy —ii =il Ly

>y

A o i _ A A .
Gy =c ij €, = 4o gt 4o ji.» por 1o que el esti
mador de la correlacion genética de las caracteristicas “i”

@ *9

y “j” se obtiene como:
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A

e
A _ —v __j
pijg - N N 12
[(Q'Zc)(c_' ..ZC.A)V
i i =i
— Gl]g
A 1
6,6,
(Ec. 17)
4O-ijm +40ijmh

VA48, +46,, |46, +46,

Jjmh

Los estimadores basados en el método de maxima vero-
similitud tienen la propiedad de ser invariantes, lo que sig-

A

nifica que si @ es un estimador de maxima verosimilitud

A

de @ vy la funcion g(@) es continua, entonces g(@) tam-

bién es el estimador de maxima verosimilitud de g(@)
(Freund, 1992). De acuerdo con la invarianza de los esti-
madores de REML de 0, ,0,; YO ,las Ecs. 16 y 17

corresponden a los estimadores de maxima verosimilitud
restringida de Pi, ¥ Pj, - respectivamente.

Sea

At
~ A ~ ~ ~ ~ t
Qﬂ“ o [O_iil Gij] O_le e O-iig O_ijg 0_179]

el estimador de los correspondientes elementos del vector de

pardmetros € . La varianza aproximada de P, segun la
z )

27x1
Ec. 7, es:
Var (pz‘j,, )
27 27

27
<3, S52varld, )+ 35 b,b, corld, 6)
r=1

r=1 I=1
r#l

(Ec. 18)
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-2
b =b,=bs=b,,=——,y b =0 parar=7,38,

Jip
9, 16, 17, 18, 22, 23, 24, 25, 26, 27.

La aproximacion a la varianza del estimador de la corre-
lacion genotipica p,; se obtiene como:
8

varlp, )~ (p; )

27 27 27

1S b2 varld, )+ 33 b,b, Covlé, .6))
r=l1 r=1 I=1
r#l

(Ec. 19)
donde
-2 4
b,=b,=—, by=b, =—,
o o..
ii,, ijp
-2
b=b,=——,y b =0 parar=1,2,3,7,8,9,
O-jjp

13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27.

Los estimadores de la varianza de la correlacién fenoti-
pica y genotipica bajo el Disefio II se obtienen al sustituir a
los componentes de varianza y covarianza por sus estima-

dores, a los elementos de la matriz Var 6?) por los de la

matriz ‘}ar(é), como en la Ec. 6.

DISCUSION

La estimacion por maxima verosimilitud restringida pre-
sentada para los Disefios I y II tiene una serie de ventajas
tedéricas que lo hacen un método muy deseable para su
aplicacion en el mejoramiento genético vegetal. Para con-
juntos de datos completamente balanceados y cuando no
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hay estimaciones negativas de componentes de varianza
con el método ANOVA, los estimadores de componentes
de varianza y covarianza son insesgados y de minima va-
rianza, idénticos a los de REML. Sin embargo, en conjun-
tos de datos desbalanceados los estimadores de ANOVA
s6lo mantienen la propiedad de insesgamiento, mientras
que los estimadores de REML conservan sus propiedades
asintéticas de consistencia, eficiencia, distribucién normal
y matriz de dispersion conocida (Searle et al., 1992). Al
respecto, algunos estudios han comprobado estas propie-
dades tedricas para ambos tipos de estimadores. Corbeil y
Searle (1976) compararon los estimadores ANOVA vy
REML de componentes de varianza utilizando modelos
con un criterio de clasificacién, y dos criterios de clasifi-
cacion jerarquicos y cruzados con interaccién y sin inter-
accioén; encontraron que los valores estimados con ambos
métodos fueron los mismos para conjuntos de datos balan-
ceados, y muy similares para conjuntos de datos modera-
damente desbalanceados. Swallow y Monahan (1984) rea-
lizaron la comparacién Monte Carlo de los estimadores
ANOVA, ML y REML de componentes de varianza utili-
zando un modelo aleatorio con un criterio de clasificacion,
y encontraron que para conjuntos de datos relativamente
pequefios los estimadores ML fueron mas sesgados que los
estimadores ANOVA y REML, y que el sesgo disminuy6
conforme se incrementd el tamafio del conjunto de datos.
Los estimadores ANOVA y REML fueron generalmente
adecuados y muy similares en términos de sesgo y error
cuadrado medio, excepto para conjuntos de datos seria-
mente desbalanceados, para los cuales el error cuadrado
medio de los estimadores ANOVA fue considerablemente
mayor que el de los estimadores REML.

En un estudio de simulacion basado en los Disefios I y 11
de Carolina del Norte en que se utilizaron dos tamafios de
conjuntos de datos balanceados y diferentes conjuntos de
valores de los parametros para realizar la simulacion,
Shaw (1987) encontr6 que la precisiéon de los estimadores
REML de componentes de varianza aumenté conforme se
increment6 el tamafio del conjunto de datos. En el analisis
de conjuntos pequefios de datos, los errores estandar de los
estimadores REML de componentes de varianza genética
aditiva y heredabilidad fueron el doble de los correspon-
dientes errores estindar obtenidos con conjuntos de datos
relativamente grandes, y el sesgo de los estimadores
REML de componentes de varianza fue debida tinicamente
a la propiedad de ser no negativos, el sesgol disminuy6
cuando se aumentd el tamafio de los conjuntos de datos.
Estas propiedades en conjunto hacen preferibles a los esti-
madores REML sobre los estimadores de ANOVA.

También, el uso de los modelos estadisticos mixtos en la
estimacion por maxima verosimilitud restringida permite el
manejo de los disefios de bloques incompletos, conducen a
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una estimacién més precisa de los componentes de varian-
za y covarianza, y de la correlacién fenotipica y genotipi-
ca, a través de un mejor control del error experimental.
Por ejemplo, la separacién de componentes de varianza
para diferentes grupos de tratamientos en el mismo expe-
rimento tiene una utilidad considerable en el mejoramiento
genético vegetal, especialmente cuando se incluyen genoti-
pos provenientes de poblaciones seleccionadas y no selec-
cionadas. Cuando ademés se utiliza un disefio de bloques
incompletos la estimacion es todavia mas complicada. Con
la estimacion de minimos cuadrados (ANOVA) primero se
estiman las medias poblacionales con todos los datos y
después se estiman los componentes de varianza separada-
mente para cada grupo. Generalmente los bloques incom-
pletos son ignorados en dicho anilisis para evitar un severo
desbalance de los datos y para facilitar el analisis estadisti-
co. Aun cuando los bloques incompletos son considerados
en el analisis de subgrupos, cierta informacién se pierde a
nivel de bloques completos e incompletos, y con esto la
eficiencia de los disefios incompletos en el control del
error experimental.

Con el uso de los modelos mixtos es posible estimar los
efectos de bloques completos e incompletos y los compo-
nentes de varianza de subgrupos con un s6lo anélisis, lo
que aumenta la precision de la estimacion. Cervantes-
Martinez et al. (2001) estimaron exitosamente con el pro-
cedimiento MIXED de SAS (Littell et al., 1996) los com-
ponentes de varianza de cinco poblaciones simultaneas; el
estudio incluyé 100 genotipos de cada poblacion asignados
al azar a conjuntos, y cada conjunto fue disefiado como un
latice dentro de cada uno de los cuatro ambientes evalua-
dos, y con cerca de 15 % de datos perdidos.

El proceso de maximizar el logaritmo natural de la ma-
triz de verosimilitud restringida es un problema numérico

complicado, puesto que la funcién [, mostrada en la Ec.

3, y sus derivadas parciales dadas en Ecs. 4 y 5, incluyen
la inversa de una matriz de dimensién n° X n" , donde n*
son los grados de libertad después de ajustar los efectos
fijos del modelo. Cada iteracion del proceso de maximiza-
cién implica el célculo de la inversa n* X n°, lo que de-
manda muchos de recursos computacionales. Sin embargo,
las computadoras y paquetes estadisticos modernos han
hecho que la estimacién por REML de componentes de
varianza sea relativamente facil. Por ejemplo, como se
menciond anteriormente, el procedimiento MIXED de SAS
proporciona un método robusto y conveniente para realizar
el anilisis de maxima verosimilitud restringida de varios
tipos de modelos mixtos (Littell et al., 1996; SAS Institute
Inc., 1999), ademis de que la matriz de dispersion asint6-
tica estimada puede obtenerse directamente de los archivos
de salida del procedimiento.
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Atn cuando el procedimiento MIXED no contempla el
analisis multivariado directo de modelos mixtos, el cual es
requerido para la estimaciéon de REML de componentes de
covarianza entre caracteres debida a los diferentes factores
del modelo, tal andlisis se puede realizar generando un
conjunto de datos en formato “alto” como en la Ec. 2, es
decir, que ambas variables (para t = 2) se manejen como
una sola, pero que ademas se incluya una variable de clasi-
ficacion adicional en el modelo que indique el caricter en
cuestion, y se especifique un modelo de niveles multiples
por medio de los comandos RANDOM y REPEATED, y
las opciones TYPE y SUBJECT para especificar la estruc-
tura de la matriz de varianzas y covarianzas. Con un pro-
cedimiento de este tipo se han realizado algunos analisis
multivariados para modelos mixtos mas simples que los
descritos en el presente trabajo con el procedimiento
MIXED de SAS (Wright, 1998).

Para determinar las ventajas practicas de los estimadores
de méxima verosimilitud restringida sobre los estimadores
de ANOVA, es recomendable que ambos tipos de estima-
dores de componentes de varianza y covarianza de multi-
ples caracteristicas, con los disefios y condiciones descritas
en este trabajo, asi como los estimadores de la correlacién
fenotipica y genotipica, sean comparados en futuras inves-
tigaciones con conjuntos de datos generados y consideran-
do varias combinaciones de valores verdaderos de los pa-
rametros mediante algiin método de simulacién, como es el
de Monte Carlo, e implementando la estimacién con el
procedimiento MIXED y GLM de SAS (Littell et al.,
1996; SAS Institute Inc., 1999). Otra opcién con amplias
perspectivas a explorarse en el futuro, es la elaboracion de
programas computacionales en el lenguaje de programa-
cion IML de SAS (SAS Institute Inc., 1999) o en otro len-
guaje, que sea especifico para realizar la estimacion de
méxima verosimilitud restringida de componentes de va-
rianza y covarianza de caracteres muiltiples para los Dise-
fios I y II, con las especificaciones de los modelos descri-
tas en este trabajo.

CONCLUSIONES

La extension de modelos mixtos univariados para esti-
mar componentes de varianza y covarianza conduce a mo-
delos multivariados que permiten estimar la maxima vero-
similitud restringida de la covarianza entre caracteristicas
para los diferentes factores, en los modelos de los Disefios
I y II de Carolina del Norte. Los estimadores de compo-
nentes de varianza y covarianza de caracteristicas multiples
poseen todas las propiedades tedricas de los estimadores
basados en la maxima verosimilitud, que son: consistencia,
eficiencia, normalidad asintética, y la disponibilidad de la
matriz de dispersion asintética, por lo que tales estimado-
res REML son preferibles sobre otros.
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Una aproximacién a la varianza de los estimadores de la
correlacion fenotipica y genotipica puede obtenerse de un
modo relativamente simple con el método Delta. Esta
aproximacion es particularmente util cuando la estructura
de las funciones de los estimadores de componentes de va-
rianza y covarianza incluidos en los estimadores de las di-
ferentes correlaciones aumenta la complejidad algebraica
del estimador y sus propiedades, si las primeras derivadas
parciales de estos coeficientes existen y son continuas, y se
cuenta con las varianzas y covarianzas muestrales de los
estimadores de los componentes de varianza y covarianza.
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