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RESUMEN

En este trabajo se considera el caso de un productor agropecuario
o forestal renuente al riesgo que desea invertir en dos actividades
productivas simultaneas diferentes y en un instrumento financiero sin
riesgo, mediante la formacién de un portafolio que le dé el menor
riesgo posible. La formacion de este portafolio es una forma de auto-
aseguramiento que le permite una reduccién en el riesgo inherente a
su actividad empresarial.

Palabras clave: Portafolio, programa de optimizacién convexo,
riesgo.

SUMMARY

This paper examines the case of a risk-averse producer who
wants to invest in two different simultaneous agricultural or forestry
activities and in a risk-free security, by forming a portfolio that
minimizes his risk. Putting together this portfolio is a way of self-
insurance, allowing the producer a reduction in the risk inherent in
his business activities.

Index words: Portfolio, convex optimization program, risk.
INTRODUCCION

Como toda actividad productiva o empresarial, la
produccién agropecuaria y forestal estd sujeta a riesgos en
la tasa de rentabilidad obtenida. Estos riesgos pueden estar
relacionados con el mercado, como los cambios en precios
(Varangis y Larson, 1996), o con circunstancias ajenas al
mercado, como las malas condiciones climaticas, plagas,
enfermedades, etc. (Larson et al., 1998). Hay diferentes
maneras de protegerse de estos riesgos. Una de ellas es la
compra de un seguro contra desastres en la produccion,
que requiere el pago de primas (Quiggin, 1994; Miranda y
Glauber, 1997; Vaughan y Vaughan, 2003; Barnett,
2004). El objetivo de este articulo es presentar y analizar
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una forma mas de reduccién del riesgo, que puede ser
vista como una forma de auto-aseguramiento y que
consiste en la formacién de portafolios 6ptimos, mediante
la distribucién del capital disponible para inversién entre
diferentes  actividades  agropecuarias o  forestales
simultineas (siembra de diferentes cultivos, cria de
diferentes animales, etc.) y un instrumento financiero sin
riesgo (i.e., con tasa de interés fija), que en México puede
ser una cuenta de inversion bancaria a tasa fija o CETES
(Certificados de la Tesoreria de la Federacién), en forma
tal que se minimice el riesgo enfrentado por el productor.
La forma de auto-aseguramiento aqui propuesta tiene como
objetivo minimizar la volatilidad (varianza) de la tasa de
rentabilidad obtenida por el productor agropecuario o
forestal.

Segin la Teoria del Portafolio (Markowitz, 1952;
Merton, 1972), para formar el portafolio 6ptimo el
inversionista puede tener que pedir prestado a algunas de
las tasas de rentabilidad de los activos incluidos en el
portafolio. En lenguaje financiero, esta practica se conoce
como tomar “posiciones cortas”, la cual estd bien regulada
y se usa en mercados financieros desarrollados (Newman
et al., 1992; Woelfel,1994). Sin embargo, en los paises en
desarrollo no todos los productores agropecuarios y
forestales pueden alcanzar arreglos financieros que les
permitan tomar posiciones cortas, por lo que en esta
investigacion se resuelve el problema de minimizaciéon de
la varianza de la tasa de rentabilidad de los portafolios,
sujeto a la restriccion de que no hay posiciones cortas
(Roberts, 2005). Se considera el caso de productores
agropecuarios o forestales que no recurren al crédito, no
toman posiciones cortas y pueden diversificar su
produccién entre dos actividades agropecuarias o
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forestales, ademis de poder invertir en un instrumento
financiero con tasa de interés fija. Cuando se consideran
tres o mas actividades agropecuarias o forestales, se vuelve
practicamente imposible resolver algebraicamente el
problema de minimizacion del riesgo, razén por la cual en
este articulo solamente se estudia el caso de dos
actividades productivas.'

La importancia del estudio propuesto radica en que
muchos productores agropecuarios y forestales del pais se
encuentran en condiciones de alta vulnerabilidad a los
riesgos que enfrentan con respecto al clima, plagas,
sequias, precios de productos, etc. En los paises
desarrollados existen arreglos financieros, instituciones y
politicas para el campo, que contribuyen a reducir la
vulnerabilidad de los productores agropecuarios y
forestales (Makki, 2002; Kang, 2007). Dado que en
México aun no estan bien desarrollados ni extendidos estos
sistemas de proteccién, la forma de auto-aseguramiento
aqui estudiada, consistente en la diversificacion de las
actividades productivas, ofrece una alternativa de
proteccion con el propdsito de ayudar a satisfacer
demandas y necesidades sociales como la proteccion del
patrimonio de los productores, la posibilidad de contar con
un flujo de ingreso menos volatil, la estabilidad econémica
que permita una mejor planeacion del futuro y una mayor
inversion en el campo.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Aqui se estudia el caso en que el productor
agropecuario o forestal no puede tomar posiciones cortas.
Como marco de referencia, conviene antes revisar el caso
de un productor que si puede tomar posiciones cortas y
que considera invertir en dos actividades.

Sea un productor que dispone de un capital de W pesos
que tiene dos opciones de inversion:

i) Invertir en un instrumento financiero con tasa de

rentabilidad fija Ro. (i.e., CETES o una cuenta

bancaria con tasa fija de interés).

ii) Invertir la parte restante en la produccién y

comercializacion de dos productos agropecuarios o

forestales, con tasas de rentabilidad Ri1 y Ro2.

! En una investigacién en curso se estd considerando el caso en que los
productores pueden recurrir al crédito y diversificar su produccién entre
N actividades agropecuarias o forestales, con N > 2, y el instrumento
financiero sin riesgo. El problema de minimizacioén de la varianza de la
tasa de rentabilidad se resuelve con métodos computacionales, pues la
complejidad del problema no permite una solucion algebraica, a
diferencia del caso de dos actividades agropecuarias o forestales estudiado
en el presente articulo.
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La inversién a tasa de rentabilidad fija Ro no tiene
riesgo alguno, en el sentido de que el productor sabe desde
el principio cuantos pesos va a recibir por peso invertido.
La tasa de rentabilidad del producto agropecuario “i”, Ri,
se define como el ingreso bruto en pesos recibido al final
del periodo de produccion por la venta del producto “i”, I,
dividido por el costo de produccién, Ci:

rR=" i=12
Ci

La tasa de rentabilidad Ri estd sujeta a incertidumbre,
porque depende de factores aleatorios como la cantidad
producida del producto “i” que logra venderse, el precio
de venta del producto, las condiciones climaticas, las
plagas, los desastres naturales, los cambios en las politicas
agropecuarias, el costo de los insumos requeridos durante
la produccién, como fertilizantes, combustible, mano de
obra, plaguicidas, alimento, etc.

Asi, Ri se puede considerar como una variable
aleatoria, con valor esperado wi = E(Ri), i = 1, 2;
varianza cii = varianza(Ri), i = 1, 2; desviaciéon estandar

6 = Joi, i =

Sean wo la fraccion del capital W que se invierte a la
tasa de rentabilidad fija Ro y wi la fraccion del capital W
que se invierte en el producto “i”, i = 1, 2.

1, 2 y orz = covarianza(R1,R»).

Por construccién, la suma de las fracciones invertidas
en las diferentes actividades es igual a 1:
@ + o+ o =1 (Ec. 1)

La tasa de rentabilidad R del portafolio descrito es un
promedio ponderado de las tasas de rentabilidad Ro, R1'y
R>, donde los ponderadores son las fracciones del capital
W invertidas en las diferentes actividades, wo, ®1y m2:
R = woRo + oiR1 + m2R2 (Ec. 2)

R es a su vez una variable aleatoria, con valor
esperado:

ER) = woRo + oipn + o2 (Ec. 3)
y varianza:
var(R) = oi*o11 + 02’022 + 2m102012 (Ec. 4)

Si el productor desea obtener una tasa de rentabilidad
esperada E; i.e., si desea satisfacer la condicion:

E = woRo + oipn + oz (Ec. 5)
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puede obtenerla con una infinidad de diferentes portafolios
o maneras de distribuir el capital W, pues hasta ahora s6lo
hay dos restricciones que cumplir (Ecs. 1 y 5), mientras
que hay tres variables a escoger: ®o, @i y 2. Un
productor renuente al riesgo que pueda tomar posiciones
cortas y esté interesado en encontrar el portafolio que le dé
la tasa de rentabilidad esperada deseada, E, con el menor
riesgo posible, debe resolver el siguiente problema de
minimizacion de la varianza:

(Problema I)

Minimizar ®i®c11+ 02’02 + 20102012
meR,meR,meR

sujeto a: @ + o+ o =1
®oRo + oipn + w22 = E,

donde E > Ro.

El problema de minimizacion anterior puede ser
resuelto (Merton, 1972; Constantinides y Malliaris, 1995)
para cualquier valor E€R, al obtener la varianza minima
c*(E) correspondiente a E€R. El conjunto {(c(E),E) € R?
|E € R} se puede graficar sobre el plano R? para obtener
asi la Frontera de Media-Desviacion Estindar generada
por Ro, Riy R.. En la Figura 1 se muestra la frontera
correspondiente al Problema I, para E > Ro, como la recta
que parte del punto (0, Ro).

Para estudiar el efecto que tiene la exclusién del
instrumento financiero sin riesgo, a continuaciéon se
considera un productor que puede tomar posiciones cortas
y que quiere invertir Unicamente en la produccidon y
comercializacion de dos productos agropecuarios o
forestales con tasas de rentabilidad Ri y R: (i.e., no
considera invertir en el instrumento financiero con tasa de
rentabilidad fija). Este productor estaria interesado en
resolver el siguiente problema de minimizacion:

(Problema II)

Minimizar o:’c11+ ©2°62 + 20102012
oreR,meR

sujeto a: @1 + @2 = 1
o + oy = E,

donde E > Ro.

En la Figura 1 se muestra la frontera correspondiente al
Problema II, para E > Ro, como una hipérbola. El hecho
de que esta hipérbola se encuentra a la derecha de la recta
(salvo en el punto de tangencia) significa que si el
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productor decide no incluir el instrumento financiero con
tasa de rentabilidad fija en su portafolio, incurre en un
riesgo mayor al que incurriria si lo incluye junto con las
dos actividades agropecuarias y forestales.

Ademas, en la Figura 1 ambas fronteras (la recta y la
hipérbola) son tangentes en un Unico punto que
corresponde a la tasa de rentabilidad esperada
(Constantinides y Malliaris, 1995):

By = (M- Ro)(o22pt1 - G1212) + (p2 - Ry) (011, - O121,)
(l1- Ro)(022- 612) + (U2 - Ro) (G11- G12)

(Ec. 6)
E
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Figura 1. Fronteras de Media-Desviacién Estindar de un productor
que puede tomar posiciones cortas. La recta corresponde al productor
que diversifica su inversion en un instrumento financiero sin riesgo
con tasa de rentabilidad fija Ro y dos actividades agropecuarias o
forestales. La curva corresponde al mismo productor si no incluye el
instrumento financiero sin riesgo en su portafolio y sélo invierte
optimamente en las dos actividades agropecuarias o forestales. Las
fronteras se dibujaron para los siguientes valores de los seis
parametros: R0 = 1.07, ;1 = 1.25, ;2 = 1.14, ou = 0.04, o12 = -
0.014 y 022 = 0.01

En el caso del productor que puede tomar posiciones
cortas y que invierte en el instrumento financiero con tasa
de rentabilidad fija y en las dos actividades productivas, en
funcién de los valores de los parametros Ro, u, 2, i1, 612
y 022 y de la tasa de rentabilidad esperada E, puede ser que
al resolver el Problema I encuentre que algin o algunos de
los valores 6ptimos wi(E) sean negativos, i€ {0,1,2} (i.e.,
que el productor efectivamente tome posiciones cortas). La
interpretaciéon de estos valores negativos es como sigue.
Supdngase que al resolver el Problema I se obtiene la
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solucién: wo(E) = -0.20, o1(E) = 1.60y w2(E) = -0.40 .
Se observa que wo(E) + wi(E) + w2(E) = -0.20 + 1.60 -
0.4 = 1. Entonces wo(E) = -0.20 significa que para
formar el portafolio 6ptimo, el productor debe pedir
prestados 0.20W pesos a la tasa de interés fija Ro; 2(E)
= -0.40 significa que el productor debe pedir prestados
0.40W pesos a la tasa de interés variable R». Al sumar
estos dos préstamos a su capital original W, el productor
tendra 1.60W pesos que invierte en el producto “1”. Al
final, el productor obtendra 1.60WR: pesos, y debera
pagar a sus acreedores 0.20WRo y 0.40WR: pesos.

Para el caso de productores que no pueden tomar
posiciones cortas, la actividad agropecuaria o forestal “1”
serd la que presente la mayor tasa de rentabilidad esperada
(i.e., supongase que p2 < pi). Por otra parte, se supone
que la tasa de rentabilidad del instrumento financiero sin
riesgo, Ro, es menor que las tasas de rentabilidad
esperadas de las dos actividades agropecuarias o forestales
(Ro < p2 < ), ya que un productor renuente al riesgo
jamas consideraria invertir en el campo, si aparte de
enfrentar un riesgo la tasa de rentabilidad esperada fuese
menor a la tasa sin riesgo Ro, pues invertiria todo su
capital W en el instrumento financiero sin riesgo.

El incorporar la restriccion de no posiciones cortas
agrega tres restricciones adicionales al Problema I: Los
ponderadores i’s no pueden tomar valores negativos (wo>
0, w1 > 0, @ > 0). Una primera consecuencia de esta
nueva restricciéon es que el productor no puede formar un
portafolio con una tasa de rentabilidad esperada menor a
Ro. ni mayor a pi.> Asi, el problema que aqui interesa
resolver es el siguiente:

(Problema III)
Minimizar oi’c11+ 02’02 + 2m102012
woeR,meR,m€R

sujeto a: ®o + o1 + @2 = 1 (III-a)
®oRo + oipn + w22 = F (I1I-b)
®o>0 (II-c)
®>0 (I1I-d)
@220, (I1I-e)

donde Ro< E <.

Sin embargo, antes de resolverlo, conviene reescribirlo
de la siguiente manera*:

2 Un promedio ponderado de tres nimeros Ro, p2 y w1, con ponderadores
o, ™2 y 1 NO negativos, que suman la unidad, no puede ser menor que
el menor de los nimeros promediados (Ro), ni mayor que el mayor de los
nimeros promediados (ju1).

3 Al despejar wo de (Ill-a) y sustituir en (III-b) se tiene: wi(wi-Ro) +
@2(p2-Ro) = E-Ro. De (IlI-a) se tiene que 1 + 2 = 1-wo. Por (III-c), w1
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(Problema IV)

Minimizar ®i’611+ 022622 + 20102012
oreR,meR

sujeto a: ®1>0
®2>0
o+ o<1

o1(pi-Ro) + m2(p2-Ro) = E-Ro,
donde Ro< E <.

La solucién del Problema IV son funciones wi(E) y
®2(E), que para cada valor de la tasa de rentabilidad
esperada E (Ro < E < 1), indican las fracciones del capital
W que se deben invertir en las actividades productivas “1”
y “27, respectivamente. La fraccion de W que se invierte
en el instrumento financiero con tasa de rentabilidad fija Ro
es:
®o(E) = 1 - w1(E) - w2(E) (Ec. 7)

La varianza minima de la tasa de rentabilidad del
portafolio con la que se obtiene la tasa de rentabilidad
esperada E, es por tanto:

oX(E) = o1(E)*o11 + 02(E)’022 + 201(E)m(E)ciz (Ec. 8)

Para cada tasa de rentabilidad esperada E y bajo el
supuesto de que el vector aleatorio (Ri R:) tiene
distribucion normal bivariada, los intervalos de confianza
de 99 %, 95 % y 90 %, lw(E), Iss(E) e Iow(E),
respectivamente, son:

Io(E) = [E - 2.5766(E), E + 2.5765(E)] (Ec. 9)
Is(E) = [E - 1.966(E), E + 1.966(E)] (Ec. 10)
Io(E) = [E - 1.6456(E), E + 1.6450(E)] (Ec. 11)

La interpretaciéon del intervalo de confianza Iso(E) es
como sigue: Si el productor forma el portafolio dptimo con
tasa de rentabilidad esperada E, obtenido al resolver el
Problema IV, con probabilidad (condicionada sobre los
valores de los seis parametros Ro, ui, 2, o611, o612y 622) de
99 %, la tasa de rentabilidad obtenida al final del ciclo
productivo serd mayor o igual a E - 2.5760(E) y menor o
igual a E + 2.5760(E). En otras palabras, con
probabilidad de 1 %, la tasa de rentabilidad obtenida sera
menor a E - 2.5760(FE) o mayor a E + 2.5766(E).

+ @2< 1. La ventaja de reescribir el problema en la forma (IV) es que se
reduce el nimero de restricciones de cinco a cuatro y se reduce el nimero
de variables de tres (0o,m1 y @2) a dos (@1 y @2).
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EL PORTAFOLIO OPTIMO

El Problema IV es un ejemplo de Programa Convexo
Ordinario con restricciones de igualdad y de desigualdad,
que en este trabajo se resolvid con el teorema de Kuhn-
Tucker (Kuhn y Tucker, 1951; Rockafellar, 1997). El
primer paso para su resolucion es plantear el Lagrangiano:

L(o,M,02,23,M) = oi’c11 + 02’02 + 20102012 - 2001 -
202m2 + 203(m1 + m2-1) + 2M[oi(pi-Ro) + w2(p2-Ro) -
(E-Ro)] (Ec. 12)

Luego se deriv6 el Lagrangiano respecto a o1 y w2, se
iguald a cero, y se obtuvo el sistema de dos ecuaciones
simultineas:

oL _ 0 = ouwi+ ooz -M + A3+ M(u-Ro) = 0
Oom1

(Ec. 13)
i =0 = o020+ 002 -A2 + A3+ M(u2-Ro) = 0
Ow2

(Ec. 14)

También se derivd con respecto al coeficiente A4, que
corresponde a la unica restriccion de igualdad, y se igual6
a cero para obtener la ecuacion:

L —0 - wi(u-Ro) + w2(u-Ro) = E-Ro (Ec. 15)
o

No se derivo con respecto a los coeficientes i, A2y A3
que estan asociados a las tres restricciones de desigualdad,
sino que se incorpord el siguiente conjunto de condiciones
sobre ellos:

M=0y o220 o

M0 y o1=0  (Ec. 16)

=0y m@>0 o =20y wm=20 (Ec. 17)

M=0 y o+m>21 o 320 y o1 +om=1
(Ec. 18)

Al resolver el sistema de ecuaciones y desigualdades
simultaneas (dado por las Ecs. 13 a 18) se encuentra que la
solucion del Problema IV depende en gran parte de lo que
aqui se denomina "coeficientes cuadrados de variaciéon de
las tasas de rentabilidad R1 y R:" y "coeficiente de
covariacion de las tasas de rentabilidad R: y R2", conceptos
que se definen a continuacion y que estin muy
relacionados con el concepto estadistico de "coeficiente de
variaciéon" (Spanos, 1999).
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El coeficiente cuadrado de variacién de la tasa de
rentabilidad Ri, Cii, se define como:*

Ciz=—" _ i=12 (Ec. 19)
(i - Ro)
El coeficiente de covariacion de las tasas de
rentabilidad R1 y Rz, C12, se define como:’
012
Cn= (Ec. 20)

(12 - Ro)(pz - Ro)

Se encuentra asi que la composiciéon del portafolio
optimo depende de la relacién que guarden entre si los
coeficientes Ci2, Ci1 y C22, asi como de la posicién de la
tasa de rentabilidad esperada deseada, E, en el intervalo
[Ro,ju]. A continuacién se presentan los resultados
algebraicos que, para cada tasa de rentabilidad esperada E,
muestran la composicion del portafolio dOptimo (wi(E),
2(E) y @o(E)) y la varianza de su tasa de rentabilidad

(6*(E)).

Notese primero que se cumple que Ci2 < max{ Cu ,
C2}%. Esta desigualdad da origen a tres casos posibles para
la colocacion relativa de los tres coeficientes: Ciz < Cu y
C2<Cxn ;C2 <£C2 < Cu;Cu<Cn<Ca A
continuacion, para cada caso se presenta la composicién
del portafolio 6ptimo, asi como la varianza de su tasa de
rentabilidad.

Caso 1. Los valores de los pardmetros Ro, [, L2, Gi1, G12
y o2 son tales que C2 <Cu y Ci2 < Cn, ie., los
coeficientes cuadrados de variacion Cuy Cz pueden ser
iguales o diferentes, y Ci2 es menor o igual a ambos.

En este caso la covarianza de los rendimientos de las
dos actividades productivas es negativa (Ciz < 0), cero
(Ci2 = 0), o positiva pero pequefia (0 < C2<Cuy 0 <
Ci2 £C2»). Cuando Ci2 < 0, las actividades productivas
“1” y “2” son complementarias, en el sentido de que si en
alguna de ellas se obtiene una tasa de rentabilidad por

4 El coeficiente cuadrado de variacion representa la razon de la varianza
de Ri (cii) a la tasa de rentabilidad esperada de Ri (ui) en exceso de la tasa
de rentabilidad sin riesgo, Ro, al cuadrado y permite comparar la
volatilidad de las dos tasas de rentabilidad Ri y R:, atin cuando éstas
difieran en sus tasas de rentabilidad esperadas.

3 Este coeficiente representa la razén de la covarianza entre Ri y R (o12)
al producto de las tasas de rentabilidad esperadas de R1 y Rz en exceso de
la tasa de rentabilidad sin riesgo, Ro, y permite comparar la covarianza de
las dos tasas de rentabilidad R1 y Rz, con las varianzas de las tasas de
rentabilidad Ri1 y R:, ain cuando éstas difieran en sus tasas de
rentabilidad esperadas.

S Por ser ¥ matriz positiva definida, o12> < one2, por lo cual
Ci2? < CiuCz < max{ Cii?, C2%}, y se obtiene que Cr2 < max{Cui,
Cx}.

2
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debajo de su tasa de rentabilidad esperada, hay una
tendencia para que en la otra actividad productiva se
obtenga una tasa de rentabilidad por arriba de su tasa de
rentabilidad esperada. Cuando Ci2 = 0, las tasas de
rentabilidad de las actividades productivas “1” y “2” no
estdn correlacionadas. Cuando Ci2 es positiva pero
pequefia se tiene que si en alguna de las actividades
productivas se obtiene una tasa de rentabilidad por abajo
(arriba) de su tasa de rentabilidad esperada, hay cierta
tendencia para que en la otra actividad productiva también
se obtenga una tasa de rentabilidad por abajo (arriba) de su
tasa de rentabilidad esperada.

Si Ro < E < Er (Erdado por Ec. 6), la composicién del
portafolio 6ptimo con tasa de rentabilidad esperada E es:

_ 622(1 — Ro) — 612(pl2 — Ro) (E-Ro)
oiE)= o221 - Ro)? - 2612(p1 - Ro)(piz - Ro) + 6112 - Ro)?
(Ec. 21)
3 611(p2 — Ro) — 612(p1 — Ro) (E-Ro)
oxB)= o22(p - Ro)? - 2612(1 - Ro)(z - Ro) + 611z - Ro)
(Ec. 22)
0o(E)=1-01(E)-02(E) (Ec. 23)

La varianza de la tasa de rentabilidad del portafolio
Optimo con tasa de rentabilidad esperada E es:

011022 — 012012

2
GZ(E) — (E _RO)

G22(p1 - Ro)? - 2612(pa - Ro)(u2 - Ro) + 611(pt2 - Ro)?
(Ec. 24)

Por otra parte, si Er < E < i, la composicion del
portafolio 6ptimo con tasa de rentabilidad esperada E es:

E-n

ou(E) = (Ec. 25)
HL - L2

| =M E (Ec.
L - 2

26)

wo(E)= 0 (Ec. 27)

La varianza de la tasa de rentabilidad del portafolio
Optimo con tasa de rentabilidad esperada F es:

oy, (E _Hz)z + 05 — E)Z +20,,(1, —E)E -p,)
(1, 'Hz)2

o’ (E)=
(Ec. 28)

Caso 2. Los valores de los seis parametros Ro, pi, p2, o1,
o2y o2 son tales que C» < Ci2 < Cu; i.e., los
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coeficientes cuadrados de variacién son diferentes (Cu1 #
C2) y Ci2 es mayor o igual a C2, que es el menor de ellos.

En este caso la actividad productiva “1”, que tiene una
tasa de rentabilidad esperada mayor que la de la actividad
productiva “2” (u2 < i), presenta mayor volatilidad que
la actividad “2” (C22 < Cu). Por otra parte, la covarianza
de las tasas de rentabilidad de las dos actividades
productivas es grande (C22 < Ci2). Lo primero significa que
la tasa de rentabilidad de la actividad “1” es muy volatil y
lo segundo que la tasa de rentabilidad de la actividad
productiva “1” tiene una alta correlacién positiva con la
tasa de rentabilidad de la actividad “2”.

Si Ro < E < o, la composicién del portafolio 6ptimo
con tasa de rentabilidad esperada E es:

p—E

wo(E) = (Ec. 29)
pz - Ro

oi(E) =0 (Ec. 30)
E - Ro

m(E)= (Ec. 31)
p2 - Ro

La varianza de la tasa de rentabilidad del portafolio
Optimo con tasa de rentabilidad esperada E es:

622(E - Ro)®

o (E) = 2
(12- Ro)

(Ec. 32)

Y si w2< E < i, la composicion del portafolio 6ptimo
con tasa de rentabilidad esperada E es:

o) = E M (Ec. 33)
L - p2
_l-E

() = (Ec. 34)
L - L2

0o(E) =0 (Ec. 35)

La varianza de la tasa de rentabilidad del portafolio
Optimo con tasa de rentabilidad esperada E es:

GZ(E)— Gll(E - uz)z +0y (“1 - E)2 + 204, (pl - E)(E - “2)

(ul ‘uz)z
(Ec. 36)

Caso 3. Los valores de los parametros Ro, i, y2, 611, 612y
o2 son tales que Cii < Ciz < Cx; i.e., los coeficientes
cuadrados de variacién son diferentes (Ci1 # C22) y Ciz es
mayor o igual a Ci1, que es el menor de ellos.
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En este caso la actividad productiva “2”, que tiene
menor tasa de rentabilidad esperada que la actividad
productiva “1” (u2 < 1), presenta mayor volatilidad en su
tasa de rentabilidad que la actividad “1” (Cui < C22). Por
otra parte la covarianza entre las tasas de rentabilidad de
las dos actividades productivas es grande (Cii < Ci2). Lo
primero significa que la tasa de rentabilidad de la actividad
“2” es muy volatil, y lo segundo que la tasa de
rentabilidad de la actividad productiva “2” tiene una alta
correlaciéon positiva con la tasa de rentabilidad de la
actividad “17.

Para todo el rango Ro < E < i, la composicion del
portafolio dptimo con tasa de rentabilidad esperada E es:

wo(E) = M ‘RE (Ec. 37)
p1-Ro

wi(E) = E ‘F'j” (Ec. 38)
p1- Ro

w(E) = 0 (Ec. 39)

La varianza de la tasa de rentabilidad del portafolio
Optimo con tasa de rentabilidad esperada E es:

(E) = Gzl(E s R)Oz)2 (Ec. 40)
H1- Ro

IMPLEMENTACION DE LOS RESULTADOS

En esta seccién, mediante un ejemplo se muestra como
se usan las formulas algebraicas aqui obtenidas para
encontrar el portafolio de minima varianza con tasa de
rentabilidad esperada E, la varianza de su tasa de
rentabilidad y los intervalos de confianza.

Supdngase a un productor agropecuario o forestal que
tiene el siguiente registro de las tasas de rentabilidad
obtenidas en los ultimos 16 ciclos productivos, donde cada
ciclo tiene una duracion de 122 d (4 meses)’:

. Tasa
Ciclo R R

1 1.288 1.243
2 1.602 0.944
3 - 1.306
4 1.566 1.213
5 1.758 1.378
6 0.874 1.755
7 0.973 1.655
8 1.614 -

" Los datos de los rendimientos Ri y R: presentados en el cuadro se
generaron aleatoriamente al suponer una distribucién normal bivariada
del vector aleatorio (Ri R2) con E(R1) = 1.5, E(R2) = 1.3, var(R1)) =
0.09, var(Rz2) = 0.13 y cov(R1,R2) = -0.03
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9 1.430 1.378
10 1.889 0.888
11 1.296 1.283
12 - 1.099
13 1.342 1.258
14 1.754 1.165
15 1.863 1.065
16 1.375 1.449

En los ciclos “3” y “12” no hay registro de Ri. En el
ciclo “8” no hay registro de R.. Por tanto, s6lo hay
registros simultdneos de Riy R: en 13 ciclos. Para poder
utilizar las formulas presentadas anteriormente, que
suponen p2 < i, en la columna “Ri” aparece la serie de
tasas de rentabilidad con mayor promedio®.

Supdngase también que la tasa de interés anualizada del
instrumento financiero sin riesgo es r = 1.071 (7.1 %).
Entonces la tasa de interés efectiva sobre el periodo de 122
d, Ro, es (Capiniski y Zastawniak, 2004):

Ro=qa+ "Ly =y 0071y g g
365 365
donde m es el niimero de dias que dura el ciclo.

Las férmulas obtenidas en la seccién anterior para la
composicion del portafolio 6ptimo con tasa de rentabilidad
esperada E, wo(E), 01(E), m2(E) y su varianza c*(E), estan
en funcién de Ro y de los parametros ui, p2, i1, 612 'y 022.
Por ser desconocidos, estos cinco ultimos deberan ser
estimados a partir de los registros historicos de las tasas de
rentabilidad.

Paso 1: Estimacion de los parametros pi, [z, 611, 622 y G12.
Las tasas de rentabilidad esperadas, w1y p2, se estiman

como el promedio simple de los Ni registros disponibles de
las tasas de rentabilidad:

A 1 N1 14

pi= — Rn_—ZRl,l=1.473 (Ec. 41)
N1 & 14 =

A 1 N2 1 15

p2 = — Rat = — Rat = 1.272 (Ec. 42)
N2 =

Las varianzas c11 y o2y la covarianza o12 se estiman de
la siguiente manera:

A 1 N1 A 1
G = D (Ru-p? = = [(1.288-1.473)* +..+
N, -1 5 14

(1.602-1.473)*] = 0.0949 (Ec. 43)

8 El promedio de los datos de la columna “Ri” es 1.473, el promedio de
los datos de la columna “R2” es 1.272
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" 1 & " 1
62 = Z(Rz,t—pz)z = T [(1.243-1.272)* +..+
N, -14 15
(0.944-1.272)*] = 0.0556 (Ec. 44)
A N12 A A
o= —— (R1t- p)(Rei-p2) = -0.0655
— ; i n
(Ec. 45)

donde Ni2 es el nimero de ciclos en los cuales existen
registros simultdneos de R1y R (N2 = 13).

Paso 2: Calculo de estimados de los coeficientes Ci1, Ci2 'y
Cx.

N A N N N
Al sustituir los valores g1 g2, oun, o2, oy Ro

N

en Ecs. 19 y 20, se obtienen los estimados C 11 = 0.4707,

N A

Ciz=-0.5882 y C22=0.9040

Paso 3: Eleccion entre los Casos 1, 2 y 3.

A

Dado que para los datos analizados se cumple que C 12

N N A

<Cu y Ci2< C2, se estd en el Caso 1. Al sustituir los

valores y 1. u2, ou, o2, o1y Roen Ec. 6, se obtiene
el estimado de Er, Er =1.36. La composicion del
portafolio 6ptimo con tasa de rentabilidad esperada E, asi
como su varianza, estin dadas por las Ecs. 21 a 24 (se

A A N A A N

usan los valores g1, 2, o1, o2, c12)siRO<E< En,
N N N

y por las Ecs. 25 a 28 (se usan los valores g1, g2, o 11,

N A N A

on,ocn)si Er<E< 41

Paso 4: Calculo de los intervalos de confianza.

A

Para cada valor de E en el intervalo [Ro, 1], los
estimados de los intervalos de confianza se calculan asi:

A A A

| w(E) = [E - 2.5766 (E), E + 2.576 6 (E)] (Ec. 46)

A A N
® Si para otro conjunto de registros se cumple que C2 < C12 < Cu
(Caso 2), entonces la composicién del portafolio 6ptimo y su varianza
A A A
estan dadas por las Ecs. 29 a 36. Si Cu < Ciz < C2 (Caso 3),
entonces la composicion del portafolio dptimo y su varianza estdn dadas
por las Ecs. 37 a 40.
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| os(E) = [E - 1.966 (E), E + 1.960 (E)] (Ec. 47)
(Ec. 48)

| 0(E) = [E - 1.6456 (E), E + 1.6456 (E)]

donde, segin el caso y el valor de E, o (E) se obtiene de
las Ecs. 24, 28, 32, 36 6 40, al sustituir los valores de los

N N

parametros i1, {2, 611, G2y 622 por sus estimados L1, L2,

A N A

G611, 612y G22.

En la Figura 2 se presenta la Frontera de Media-
Desviacion Estandar correspondiente a este ejemplo.

E
127

124
121
1.18
115
1.12
1.0%

R,
10§ ; : ; ; ; c

0 003 0.1 013 02 023 03

Figura 2. La Frontera de Media-Desviacion Estindar de un
productor que diversifica su inversién en un instrumento financiero
sin riesgo con tasa de rentabilidad fija Ro y dos actividades
agropecuarias o forestales y que no puede tomar posiciones cortas
cuando Ci2 £ Cut y Ciz £C2 (Linea negra). Las lineas discontinuas
corresponden al mismo productor si pudiera tomar posiciones cortas,
segiin se ilustro en la Figura 1, y se incluyen aqui como lineas
auxiliares. Las fronteras se dibujaron para los datos de las tasas de
rentabilidad de las dos actividades agropecuarias o forestales
indicados en el texto (pag. 7).

Finalmente, al usar el valor de Ro junto con los

A A A A A

estimados p1. p2, o1, O2, Onr en las ecuaciones

correspondientes al caso (Caso 1, 2 6 3), se puede
construir el Cuadro 1 que registra para diferentes valores
de la tasa de rentabilidad esperadas E, entre Ro = 1.024 y

N

w1 =1.473 , la estimacién de la composicién del portafolio

optimo con tasa de rentabilidad esperada E (columnas
“wo”, “m1” y “o”), la desviacién estandar estimada de la
tasa de rentabilidad del portafolio 6ptimo (columna “c”), y
los estimados de los intervalos de confianza de 99 %, 95

% y 90 % de la tasa de rentabilidad del portafolio éptimo,
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para el siguiente ciclo productivo (columnas “99%”,

“95%” y “90%” respectivamente).

El Cuadro 1 indica que si el productor desea obtener
una tasa de rentabilidad esperada de 30 % (E = 1.30) con
el menor riesgo posible, deberd invertir 17.9 % de su
capital en el instrumento financiero con tasa de
rentabilidad fija Ro (wo = 0.179), 36 % de su capital en el
producto "1" (w1 = 0.360) vy el restante 46.2 % en el
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producto "2" (w2 = 0.462). La desviacion estandar de la
tasa de rentabilidad de este portafolio es igual a 0.049 (¢ =
0.049). Con una probabilidad de 99 %, la tasa de
rentabilidad de este portafolio estara entre 1.174 (17.4 %)
y 1.426 (42.6 %); con probabilidad de 95 %, la tasa de
rentabilidad del portafolio estard entre 1.204 (20.4 %) y
1.396 (39.6 %), y con probabilidad de 90 %, la tasa de
rentabilidad del portafolio estard entre 1.219 (21.9 %) y
1.381 (38.1 %).

Cuadro 1. Composicién del portafolio 6ptimo (columnas "mo", "®1" y "2"), desviacién estandar de la tasa de rentabilidad del portafolio 6ptimo
(columna “c”), e intervalos de confianza del 99%, 95% y 90% de la tasa de rentabilidad observada del portafolio éptimo, para diferentes niveles de
la tasa de rentabilidad esperada E, de un productor que diversifica su inversién en un instrumento sin riesgo y dos actividades agropecuarias o
forestales y que no toma posiciones cortas. Los datos de las tasas de rentabilidad de las dos actividades son los del ejemplo presentado en el texto

(pag. 7).

E o w1 w2 c 99% 95% 90%
1.024 1.00 0.00 0.00 0.00 [1.024,1.024] [1.024,1.024] [1.024,1.024]
1.03 0.982 0.008 0.010 0.001 [1.027,1.033] [1.028,1.032] [1.028,1.032]
1.04 0.952 0.021 0.027 0.003 [1.032,1.048] [1.034,1.046] [1.035,1.045]
1.05 0.923 0.034 0.043 0.005 [1.037,1.063] [1.040,1.060] [1.042,1.058]
1.06 0.893 0.047 0.060 0.006 [1.045,1.075] [1.048,1.072] [1.050,1.070]
1.07 0.863 0.060 0.077 0.008 [1.049,1.091] [1.054,1.086] [1.057,1.083]
1.08 0.833 0.073 0.094 0.010 [1.054,1.106] [1.060,1.100] [1.064,1.096]
1.09 0.804 0.086 0.110 0.012 [1.059,1.121] [1.066,1.114] [1.070,1.110]
1.10 0.774 0.099 0.127 0.013 [1.067,1.133] [1.075,1.125] [1.079,1.121]
1.11 0.744 0.112 0.144 0.015 [1.071,1.149] [1.081,1.139] [1.085,1.135]
1.12 0.714 0.125 0.161 0.017 [1.076,1.164] [1.087,1.153] [1.092,1.148]
1.13 0.685 0.138 0.177 0.019 [1.081,1.179] [1.093,1.167] [1.099,1.161]
1.14 0.655 0.151 0.194 0.021 [1.086,1.194] [1.099,1.181] [1.105,1.175]
1.15 0.625 0.164 0.211 0.022 [1.093,1.207] [1.107,1.193] [1.114,1.186]
1.16 0.595 0.177 0.228 0.024 [1.098,1.222] [1.113,1.207] [1.121,1.199]
1.17 0.566 0.190 0.244 0.026 [1.103,1.237] [1.119,1.221] [1.127,1.213]
1.18 0.536 0.203 0.261 0.028 [1.108,1.252] [1.125,1.235] [1.134,1.226]
1.19 0.506 0.216 0.278 0.029 [1.115,1.265] [1.133,1.247] [1.142,1.238]
1.20 0.476 0.229 0.294 0.031 [1.120,1.280] [1.139,1.261] [1.149,1.251]
1.21 0.446 0.242 0.311 0.033 [1.125,1.295] [1.145,1.275] [1.156,1.264]
1.22 0.417 0.255 0.328 0.035 [1.130,1.310] [1.151,1.289] [1.162,1.278]
1.23 0.387 0.268 0.345 0.036 [1.137,1.323] [1.159,1.301] [1.171,1.289]
1.24 0.357 0.281 0.361 0.038 [1.142,1.338] [1.166,1.314] [1.177,1.303]
1.25 0.327 0.294 0.378 0.040 [1.147,1.353] [1.172,1.328] [1.184,1.316]
1.26 0.298 0.307 0.395 0.042 [1.152,1.368] [1.178,1.342] [1.191,1.329]
1.27 0.268 0.321 0.412 0.044 [1.157,1.383] [1.184,1.356] [1.198,1.342]
1.28 0.238 0.334 0.428 0.045 [1.164,1.396] [1.192,1.368] [1.206,1.354]
1.29 0.208 0.347 0.445 0.047 [1.169,1.411] [1.198,1.382] [1.213,1.367]
1.30 0.179 0.360 0.462 0.049 [1.174,1.426] [1.204,1.396] [1.219,1.381]
1.31 0.149 0.373 0.478 0.051 [1.179,1.441] [1.210,1.410] [1.226,1.394]
1.32 0.119 0.386 0.495 0.052 [1.186,1.454] [1.218,1.422] [1.234,1.406]
1.33 0.089 0.399 0.512 0.054 [1.191,1.469] [1.224,1.436] [1.241,1.419]
1.34 0.060 0.412 0.529 0.056 [1.196,1.484] [1.230,1.450] [1.248,1.432]
1.35 0.030 0.425 0.545 0.058 [1.201,1.499] [1.236,1.464] [1.255,1.445]
1.36 0.000 0.438 0.562 0.060 [1.205,1.515] [1.242,1.478] [1.261,1.459]
1.37 0.000 0.487 0.513 0.067 [1.197,1.543] [1.239,1.501] [1.260,1.480]
1.38 0.000 0.537 0.463 0.082 [1.169,1.591] [1.219,1.541] [1.245,1.515]
1.39 0.000 0.587 0.413 0.102 [1.127,1.653] [1.190,1.590] [1.222,1.558]
1.40 0.000 0.636 0.364 0.124 [1.081,1.719] [1.157,1.643] [1.196,1.604]
1.41 0.000 0.686 0.314 0.148 [1.029,1.791] [1.120,1.700] [1.167,1.653]
1.42 0.000 0.736 0.264 0.173 [0.974,1.866] [1.081,1.759] [1.135,1.705]
1.43 0.000 0.786 0.214 0.198 [0.920,1.940] [1.042,1.818] [1.104,1.756]
1.44 0.000 0.835 0.165 0.223 [0.866,2.014] [1.003,1.877] [1.073,1.807]
1.45 0.000 0.885 0.115 0.248 [0.811,2.089] [0.964,1.936] [1.042,1.858]
1.46 0.000 0.935 0.065 0.274 [0.754,2.166] [0.923,1.997] [1.009,1.911]
1.47 0.000 0.984 0.016 0.300 [0.697,2.243] [0.882,2.058] [0.976,1.963]
1.473 0.000 1.000 0.000 0.308 [0.680,2.267] [0.869,2.077] [0.966,1.980]
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Si el productor desea obtener un rendimiento esperado
de 43 % (E = 1.43) con el menor riesgo posible, deberé
invertir 78.6 % de su capital en el producto "1" (@1 =
0.786), y el restante 21.4 % en el producto "2" (w2 =
0.214), y no invertird nada en el instrumento con tasa de
rendimiento fija Ro (wo = 0.0). La desviacion estandar de
este portafolio es igual a 0.198 (o = 0.198). Con
probabilidad de 99 %, la tasa de rentabilidad de este
portafolio estard entre 0.920 (pérdida de 8 %) y 1.940
(ganancia de 94 %). Asi, el aumentar la tasa de
rendimiento esperada E de 30 % a 43 % trae consigo un
incremento de la desviacion estindar de la tasa de
rentabilidad del portafolio 6ptimo, de 0.049 a 0.198, y el
consiguiente aumento en la longitud de los intervalos de
confianza.

La construccion de un conjunto de datos como el
Cuadro 1 es de utilidad, pues permite que el productor,
dada su funcion de utilidad y su grado de aversion al
riesgo, pueda elegir la tasa de rentabilidad esperada E que
desee para su inversion y el portafolio 6ptimo
correspondiente.

CONCLUSIONES

Se consider6 un productor agropecuario o forestal
renuente al riesgo, que no puede tomar posiciones cortas y
desea invertir simultdineamente en dos actividades
productivas diferentes mediante un portafolio Optimo que
le dé el menor riesgo posible, medido este dltimo como la
varianza en la tasa de rentabilidad de su inversion. Para
lograr este objetivo es conveniente que el portafolio
contemple la inclusién de un instrumento financiero con
tasa de rendimiento fija (por ejemplo CETES o una cuenta
bancaria), pues de lo contrario se incurre en mayor riesgo.

El problema planteado de minimizacién de la varianza
de la tasa de rendimiento de la inversién se resolvid
algebraicamente con el método de Kuhn-Tucker. La
principal aportacion de este trabajo fue la obtencion de 20
formulas (Ecuaciones 21 a 40) que le permiten al
productor que no puede tomar posiciones cortas, encontrar
para cada nivel posible de la tasa de rentabilidad esperada
de la inversion, E, la composicién del portafolio 6ptimo, la
desviacion estandar de la tasa de rentabilidad del portafolio
optimo y los intervalos de confianza de 99, 95y 90 % de
la tasa de rentabilidad del portafolio 6ptimo, a partir de
registros histdricos de las tasas de rendimiento obtenidas
en varios ciclos productivos pasados'®. A partir de esta

10 Para el caso del inversionista que si puede tomar posiciones cortas, las
formulas de la composicién del portafolio 6ptimo fueron derivadas por
Markovitz (1952) y Merton (1972).
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informacién, que se puede presentar en forma de cuadro,
cada productor, de acuerdo con su funcién de utilidad y
grado de aversion al riesgo, puede elegir la tasa de
rentabilidad esperada E que desea para su inversién y el
portafolio dptimo correspondiente.

La formacion del portafolio 6ptimo aqui estudiado es
una forma de auto-aseguramiento al permitirle al productor
una reduccion notable en el riesgo inherente a su actividad
empresarial. Esto puede contribuir a proteger el
patrimonio de los productores, a tener la posibilidad de
contar con un flujo de ingreso menos volatil, y en general
a lograr una mayor estabilidad econémica que permita una
mejor planeacion del futuro y una mayor inversion en el
campo.
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